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Optimale dient der Optimierung dynamischer Prozesse,

Steuerung

die durch gewdhnliche oder partielle Differentialgleichungen beschrieben werden,
wobei ein Kostenfunktional minimiert wird

(z.B. Energiekosten, Abweichung von vorgegebener

Route/Bahnkurve=Trajektorie),

so dass ein vorgegebenes Ziel
in einer bestimmten oder minimaler Zeit
erreicht wird,

unter Einhaltung von Grenzwerten fiir die ZustandsgréBen bzw.
von Beschrankungen der SteuergroBen.
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Optimale Steuerung

Ein groBer Schritt fiir die Mathematik. .. (historische Aufarbeitung: [PESCH/PLAIL 2009])

Das Pontryaginsche Mlnlmumpr|n2|p
[BOLTYANSKII/ GAMKRELIDZE /PONTRYAGIN 0]

Es sei (x*, u®) : [0, T] — R” X U eine optimale Lésung des Optimalsteuerungsproblems
T
Minimiere F(x, u) = g(x(T)) + / fo(t, x(t), u(t)) dt
0
unter X = f(t, x, u) firt € [0, T],

x(0) =xp,  ¥(x(T)) =0,

u(t) € U, U C R nichtleer, konvex, abgeschlossen,
wobei die Matrix x(x™* (T)) vollen Rang habe. Weiterhin sei die zugehorige Hamilton-Funktion

H(t, x, X, 1) == Agfo(ts x, ) + (X, F(£, x, 1)) = Agfo(t, x, u) + A | £(t, x, u).

Dann existieren Ag > 0 und eine stetige und stiickweise stetig differenzierbare Funktion X : [0, T] — R" und ein Vektor
v € R mit (A, A(t), v) # O fiir alle t € [0, T], sodass die folgenden Aussagen gelten:

(i) An allen Stetigkeitsstellen t € [0, T] von u™(-) gilt die Minimumbedingung
H(t, x™(8), (1), u™ (£)) = min H(t, x*(£), A(t), u).
uevy

(ii) An allen Stetigkeitsstellen t € [0, T] von u™(-) gilt die adjungierte Differenti:

MO = —H(e, x* (0, A(®), o™ (1)
(iii) Im Endzeitpunkt T gilt die Transversalititsbedingung
AT T = Xogx(x™ (1) + v T (<" (7).
(iv) Im Falle freier Endzeit gilt fiir die optimale Endzeit T*
H(T™, ™ (T*), X\(T*), u™(T*)) =0
(v) Fiir autonome Systeme (also H(t, x, X, u) = H(x, X, u)) gilt auBerdem
H(x™(t), A(t), u™ (t)) = const in [0, T]
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APOLLO 11 FLIGHT PROFILE
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TRANSEARTH
INJECTION

Optimale
Steuerung

CWLY ——
SEPARATION

Cu/SH SEPARATION.
COH (15 N &)

DESCENT ORBIT
INSERTION

SIV8 RESTART
DURING 20D OR
RBIT

/B 200 BURN C
RO L
Do sicson

X0 N
SAFING (ST 2 ORBITS)

s, separaTION
TRANSPOSITIO! SPS EVASIVE MANEWER
DOCKING, & EJEC“'O" FREE-RETURN TRAJECTORY

Bildnachweise:

Mitte Apollo 11 Mission Operations report,
http://history.nasa.gov/alsj/al1/A11_MissionOpReport.pdf
Li./re., oben http://de.wikipedia.org/wiki/Apollo_11,
Li./re., unten NASA photo IDs AS11-44-6552, 569-42583.


http://history.nasa.gov/alsj/a11/A11_MissionOpReport.pdf
http://de.wikipedia.org/wiki/Apollo_11
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Optimale Steuerung in der Praxis

Optimale
Steuerung

s Wichtige Beobachtung
et Beme Optimierte Losungstrajektorie x(t; u.) und vorberechnete Steuerung
u.(t) kdnnen in der Realitat nicht eingehalten werden wegen

Regelung @ Modellierungsfehlern bzw. nicht modellierter Dynamik,
@ Modellunsicherheiten,
@ auBeren Storungen,

@ Messfehlern und -ungenauigkeiten.
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Optimierte Losungstrajektorie x(t; u.) und vorberechnete Steuerung
u.(t) kdnnen in der Realitat nicht eingehalten werden wegen

Regelung @ Modellierungsfehlern bzw. nicht modellierter Dynamik,
@ Modellunsicherheiten,
@ auBeren Storungen,
@ Messfehlern und -ungenauigkeiten.

Konsequenz: Benétige Regelung (" Feedback™)

u(t) = u.(t) + U(t, x(t) — x«(t)).
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Optimale Steuerung in der Praxis

opumate Beispiel: Optimale Steuerung eines einfachen Strémungsmodells

komplexer

Prozesse Burgersgleichung:
atx(tag) = llaggx(t,);:) —X(t,g)aéx(t,g)—‘rB(f)u(t)+F(§)V(t),
x(t,0) = x(t,1)=0, x(0,§) = x(§)+n(§), £ €(0,1),

Regelung y(t’ g) CX(t7 §)+W(t~£)

Peter Benner

Uncontrolled state Open-loop state

Gefordert durch DFG Projekt BE3715/1-1 Numerical Solution of Optimal Control Problems
with Instationary Diffusion-Convection and Diffusion-Reaction Equations.
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Nichtlineare Regelung (hier: MPC-LQG):
Open-loop with input noise MPC/LQG with input noise

Reduktion des Folgefehlers fOT [Ix(t) — x«(t)[|3 dt um Faktor > 10.

[BENNER/GORNER, PAMM 2006]; [BENNER/GORNER/SAAK, Springer LNCSE 2006].
v

Geférdert durch DFG Projekt BE3715/1-1 Numerical Solution of Optimal Control Problems
with Instationary Diffusion-Convection and Diffusion-Reaction Equations.
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Optimale Abkiihlung von Stahlprofilen

Optimale
Steuerung @ Mathematisches Modell: Randsteuerung fiir

komplexer

o nichtlineare 2D Warmeleitung,

e e c(©)p(©)0:0 V.(AM(©)V0) in [0, t] x Q, o

A(@)Bu@ = Oé(@ - eext) + 6(64 - egxt ﬁ;/

auf I, k=1,...,7,
Beispiele 0,® = 0 aufrlg.

Ful
iyl

@ A, ¢, p: linear-affine Funktionen, giiltig fiir
Austenit-Phase; Linearisierung durch
Mittelwertbildung.

@ FEM Diskretisierung ~~

Modellhierarchie: n = 1357,5177,20209, 79841. r, %"s

Ziel: Schnelle Kiihlung (héhere Produktionsrate, Vermeidung der Bildung
von Perlit) mit beschrénkten Temperaturgradienten.

Ansatz: Adaptive LQR Steuerung.

Gefordert durch DFG Projekt BE3715/1-1 Numerical Solution of Optimal Control Problems
with Instationary Diffusion-Convection and Diffusion-Reaction Equations.
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[BENNER/SAAK, PAMM 2004/2007]

Gefdrdert durch DFG Projekt BE3715/1-1 Numerical Solution of Optimal Control Problems

8/12 with Instationary Diffusion-Convection and Diffusion-Reaction Equations.
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Modellpradiktive Regelung eines 3D Reaktions-Diffusions-Prozesses

Modell eines chemischen oder biologischen Reaktions-Diffusions-Prozesses,
hier 3 Substanzen oder Spezies ¢;, i = 1,2,3 (nur Vorwirtsreaktion:
S1+ S> — S3; PDE fiir S3 kann unabhingig geldst werden):

Gekoppeltes System von Reaktions-Diffusions-Gleichungen:
8tC,'(§, t) = D,-Ac,-(g, t) — kCl(f, t)Cz(f, t), i=1,20nQx (0, T)

Randbedingungen:

%q(g, £) = 0 auf6Qx(0,T),
9 0 auf (6Q\Q,) x(0,T),
552(57 t) { a(f, t)u(t) auf  Q, x (0: T)~

Anfangsbedingungen: c(€,0) = c0(§), <(&0)=c0(8).

Ziel: Vollstindige Reaktion von S; in vorgegebener Zeit mit beschrinkter
S,-Zufuhr.

Gefdrdert durch DFG Projekt BE3715/1-1 Numerical Solution of Optimal Control Problems
with Instationary Diffusion-Convection and Diffusion-Reaction Equations.
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Modellpradiktive Regelung eines 3D Reaktions-Diffusions-Prozesses

Optimale — . .
Steuerung @ Vorberechnete optimierte Steuerung (primal-duale Aktive-Mengen-Methode

";,’f;:':;? [GRrIESSE/ VOLKWEIN '05]); Stérung des Modells und der Anfangsbedingungen
~ optimierte Trajektorie (Produktionsrate) wird nicht erreicht.

Peter Benner

Beispiele

Control t - 0.73

Concentration 1t 0.73 Concentration 2t = 0.73

[BENNER/HEIN, PAMM 2009]
v

Geférdert durch DFG Projekt BE3715/1-1 Numerical Solution of Optimal Control Problems
with Instationary Diffusion-Convection and Diffusion-Reaction Equations.
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Beispiele aus aktuellen Projekten

Modellpradiktive Regelung eines 3D Reaktions-Diffusions-Prozesses

@ Vorberechnete optimierte Steuerung (primal-duale Aktive-Mengen-Methode
[GRrIESSE/ VOLKWEIN '05]); Stérung des Modells und der Anfangsbedingungen
~ optimierte Trajektorie (Produktionsrate) wird nicht erreicht.

@ Nichtlineare Regelung (MPC-LQG) [ITo/KuNIscH '03/°06,
BENNER/HEIN ’09].

Control t = 0.73

Concentration 1t = 0.73 Concentration 2t = 0.73

[BENNER/HEIN, PAMM 2009]
v

Geférdert durch DFG Projekt BE3715/1-1 Numerical Solution of Optimal Control Problems
with Instationary Diffusion-Convection and Diffusion-Reaction Equations.



Beispiele aus aktuellen Projekten

Stabilisierung von Mehrfeldstromungen: Passiver Transport reaktiver Spezies

S‘z:jemrj:; Problemstellung Reduziere Konzentration einflieBender Substanz auf akzep-
komplexer tables Niveau durch instantane Reaktion.
Prozesse
Peter Benner
Velocity Magnitude
1.013
Beispiele

[BANSCH/BENNER/ WEICHELT]

Geférdert durch DFG SPP1253 Projekt Optimal Control-Based Feedback Stabilization
10/12 of Multi-Field Flow Problems.
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Stabilisierung von Mehrfeldstromungen: Passiver Transport reaktiver Spezies

S‘z:jemrj:; Problemstellung Reduziere Konzentration einflieBender Substanz auf akzep-
komplexer tables Niveau durch instantane Reaktion.
Prozesse
Peter Benner
Concentration

0.25 0.5 0.75 1

. o 1.02978
Beispiele

[BANSCH/BENNER/ WEICHELT]

Geférdert durch DFG SPP1253 Projekt Optimal Control-Based Feedback Stabilization
10/12 of Multi-Field Flow Problems.
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Beispiel: Designoptimierung fiir Mikrosysteme

Optimale
Steverung Strémungsratensensor (Anemometer)
omplexer
Prozesse

@ Sensor zur Messung der Strémungsraten von Fliissigkeiten oder Gasen.

Peter Benner

@ Basiert auf Heizelement mit Warmesensoren auf beiden Seiten.

@ Design benétigt kompaktes Modell, bei dem Geschwindigkeitsprofil
und, wenn mdglich, Materialparameter (Viskositat, Dichte) als
symbolische GroBen erhalten bleiben.

Schliissel-

technologie @ Mathematisches Modell: Lineare Konvektions-Diffusions-Gleichung.
MOR o o o . .
Diskretisierung mit FEM im Ort ~~

Ex(t) = (Ao + prA)x(t) + bu(t), y(t) = c"x(t),
mit n = 29,008, m=q = 1.

FlowProfile

SenL Heater SenR

’

Gefdrdert durch DFG Projekt BE2174/7-1 Automatic, Parameter-Preserving Model Reduction
for Applications in Microsystems Technology mit IMTEK, Freiburg.
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Parameterstudie, basierend auf reduziertem Modell:

Peter Benner

Roduced order transfer fnction p = 0.316

@ Volles Modell: n = 29.008. o

Schliissel- @ Reduziertes Modell: r = 75
Mo max|E(yw, p)| <6,5-107" N
(E:= G- G). "

@ Visualisierung: Frequenzantwort fiir
p € [0,1] (100 Frequenzen, 1000
Parameterwerte).

@ Erstellung des Films: *

> 11 Tage mit vollem Modell;
93 Sek. mit reduziertem Modell! [BAUR/BENNER, AT 2009
”

Gefdrdert durch DFG Projekt BE2174/7-1 Automatic, Parameter-Preserving Model Reduction
for Applications in Microsystems Technology mit IMTEK, Freiburg.
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CUBIEE Steuerungs-/Reglerentwurfs sowie der Optimierung wichst
Peter Benner rapide durch

— Multiphysik Anwendungen (z.B. MEMS),

— Parameterunsicherheiten,

— Netzwerkstrukturen (z.B. Nanoelektronik, biochemische
Schlissel- (metabolische) Netzwerke),

technologie

MOR — komplizierte 3D Geometrien (z.B. Werkzeugmaschinen).
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Optimale

Steuerung @ Die Komplexitdt der Computersimulation und, insbesondere, des
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Prozesse Steuerungs-/Reglerentwurfs sowie der Optimierung wichst
Feter Benne rapide durch

— Multiphysik Anwendungen (z.B. MEMS),

— Parameterunsicherheiten,

— Netzwerkstrukturen (z.B. Nanoelektronik, biochemische
Schlissel- (metabolische) Netzwerke),

technologie

MOR — komplizierte 3D Geometrien (z.B. Werkzeugmaschinen).

@ Fluch der Dimensionalitat:
Wachsende Leistungsfihigkeit der Computertechnik kann
wachsende Modellkomplexitat nicht kompensieren!
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Optimale
Steuerung

ke lex . . n - .
P Beispiel: Algorithmische vs. Hardware Beschleunigung

et Beme @ Parameterstudien miissen den Ingenieuren auf ihren
Desktopcomputern auf taglicher Basis zur Verfiigung stehen.

@ Im Anemometer-Beispiel konnte die Parameterstudie
von 11,3 Tagen auf 93 Sekunden

Schliissel-

L il reduziert werden mithilfe einer neuen mathematischen Methode.

—> Beschleunigungsfaktor ~ 10.500.

@ Da Prozessortakt limitiert ist, bendtigt eine entsprechende
Beschleunigung durch Hardware Mehrkern-Technologie.

@ Bei idealem Speed-up: Bendtige =~ 21.000 Kerne!

@ Verbesserung bei Problemen mit mehr als 2 Parametern noch
erheblicher!
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Prozesse Steuerungs-/Reglerentwurfs sowie der Optimierung wichst
Feter Benne rapide durch

— Multiphysik Anwendungen (z.B. MEMS),

— Parameterunsicherheiten,

— Netzwerkstrukturen (z.B. Nanoelektronik, biochemische
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@ Fluch der Dimensionalitat:
Wachsende Leistungsfihigkeit der Computertechnik kann
wachsende Modellkomplexitat nicht kompensieren!

@ Bendtige reduzierte Modelle!
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Optimale

Steuerung @ Die Komplexitdt der Computersimulation und, insbesondere, des

Prozesse Steuerungs-/Reglerentwurfs sowie der Optimierung wichst
rapide durch

— Multiphysik Anwendungen (z.B. MEMS),

— Parameterunsicherheiten,

— Netzwerkstrukturen (z.B. Nanoelektronik, biochemische
Schlissel- (metabolische) Netzwerke),

technologie

MOR — komplizierte 3D Geometrien (z.B. Werkzeugmaschinen).

@ Fluch der Dimensionalitat:
Wachsende Leistungsfihigkeit der Computertechnik kann
wachsende Modellkomplexitat nicht kompensieren!

@ Bendtige reduzierte Modelle!

4

Schliisseltechnologie: Systemapproximation/Modellreduktion
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