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Linear Systems and Matrix Equations — Bartels Stewart Algorithm.

Suchen die Losung der Lyapunovgleichung
AX + XAT =W (1)

mit A € R™*" sowie W € R™*™ positiv definit und symmetrisch. Die Losung des zur Lyapunovglei-
chung dquivalenten linearen Gleichungssystems

(A I,)+ (I, ® A))vec X = vecW (2)

mit dem Gaufischen Elimininationsverfahren wiirde 2(n?)3 = 2n° Flops kosten und auf einen Speicher-
bedarf fiir n* reelle Zahlen hinauslaufen. Dies ist bereits fiir n = 100 nicht mehr vertretbar. (Es wiirden
bereits mehr als 800MB Hauptspeicher benétigt!) Unser Ziel ist es, einen Algorithmus mit Rechenauf-
wand O(n3) und Speicherbedarf O(n?) zu entwickeln. Dies gelingt, da ein Gleichungssystem mit
sehr spezieller Struktur in R”*"* ist und durch O(n?) Daten definiert ist.

Die Idee ist, die Lyapunovgleichung (|1f) in eine Gestalt zu transformieren, so daf§ das Gleichungssystem
durch einfaches Riickwirtseinsetzen mit einem Aufwand von O(n?) geldst werden kann.

Dazu verwenden wir ein Ergebnis aus der numerischen linearen Algebra.

Theorem 1 (Reelle Schur-Zerlegung). Sei A € R™*™. Dann existiert QQ € R™*™ orthogonal, so dafs

T11 e Tl,r r
A=QTQ", T= DU mit Tj; € R n; € {1,2}, > nj=n, (3)
TT‘T ]71

wobei fiir nj =1, Tj; ein reeller Eigenwert von A ist und fiir n; = 2 sind die Figenwerte von Tj; ein
komplex-konjugiertes Figenwertpaar von A.

Auferdem kann @ so gewdhlt werden, dafi die Figenwerte von A in beliebiger Reihenfolge auf der
Diagonale von T erscheinen.

Beweis. Siehe z.B. [1, 2]. O

Die Zerlegung von A in heifit Schur-Zerleqgung von A, T heifit dann Schurform von A und die
Spalten von @ sind die Schurvektoren von A. Beachte, dafl die ersten ni + ... + ng Spalten von Q
einen A-invarianten Unterraum bilden fiir alle k = 1,...,r. Die Schur-Zerlegung von A kann z.B. mit
dem QR Algorithmus numerisch riickwérts stabil berechnet werden, siehe z.B. [I], 2].

Multipliziert man die Lyapunovgleichung von rechts mit der Schurvektor-Matrix ) von A und von
links mit Q7 so ergibt sich die dquivalente Lyapunovgleichung

Ay Ay X1 X X1 X AT 0 Wy W
0 As || XT X3 XT Xy || AT AT | | W ws

mit Az € R™ " Unter Ausnutzung der Symmetrie zerfillt diese Lyapunovgleichung in die folgenden
drei linearen Matrixgleichungen:
A1 Xy + XlA{ = Wi-— AQXQT — XQAT =: Wl = WIT, (
A1 Xo + XoAL = W — Ay X3 = Wh, (
A3 X3+ X, 3Ag: = Ws. (
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Die Gleichung @ kann nun explizit aufgelost werden. Falls n, = 1, dann ist (@ skalar und

_Ws
3 — 2A3’
da As # 0 (andernfalls wire die Lyapunovgleichung nicht eindeutig l6sbar). Im Fall n, = 2 verwendet

man explizit die vektorisierte Darstellung von @ Unter Ausnutzung der Symmetrien ergibt sich das
Gleichungssystem

an—1,n—1 an—1,n 0 Tn—1,n—1 wn—l,n—1/2
an.n—1 An—1n—1+ Apnn  OAp—1n Tn—1,n = Wn—1,n . (7)
0 Gn.n—1 An.n Tnn wn,n/Q

Die Losung von (|7]) sollte mit einer LU Zerlegung mit vollstédndiger Pivotisierung erfolgen, um moglichst
hohe Genauigkeit zu erzielen.

Die Losung X3 wird nun in eingesetzt. Damit ergibt sich eine Sylvestergleichung, die eindeutig
l6sbar ist (wegen Satz 2.4 und A (A1) N A (—AL) =0, falls A (A) N A (—AT) = §). Aufgrund der sehr
speziellen Struktur dieser Sylvestergleichung kann man diese Losung einfach durch Riickwértseinsetzen
berechnen. Partitioniere dazu analog zu ,

A .. Ay x1 w1
A = , Xo= , Wy = , xj,’ijanxnr.

Ar—l,r—l Tr—1 Wr—1

Dann kann man die z; riickwérts berechnen aus

Ajjaj+ xjAY = w; — E Ajwy =5, j=r—1,r—2...,1
i=j+1

Bei der Losung dieser Gleichung mufl man vier Falle unterscheiden.

nj = 1,n, = 1: Die Gleichung ist skalar und z; = J; e

n; = 2,n, = 1: Man erhélt ein Gleichungssystem im R? mit eindeutiger Losung,
(Ajj + Az - Ia)xj = w;.

n; = 1,n, = 2: Man erhélt ein Gleichungssystem im R? mit eindeutiger Losung,

(Ajj Iy + Ag)ij = ’lIJJT.

n; = 2,n, = 2: Man erhélt ein Gleichungssystem im R* mit eindeutiger Losung,

(I ® Ajj) + (AT @ L)) vecx; = veciw;.

Die Gleichungssysteme in den letzten drei Fillen werden mit LU Zerlegung und vollstandiger Pivoti-
sierung gelost.

Setzt man nun die so berechnete Losung von in , so erhélt man eine Lyapunovgleichung in
R e xn=nr mit Koeffizientenmatrix in Schurform. Damit 148t sich diese Gleichung wieder aufteilen wie
in f@, so daf sich das oben beschriebene Vorgehen rekursiv anwenden a3t bis eine Gleichung
im R™>™ jgt, die direkt aufgelost werden kann.

Zum Schlufl mufl man noch die berechnete Losung in das urspriingliche Koordinatensystem zuriick-
transformieren. Damit erhélt man insgesamt den élgorithmus il



Algorithmus 1 Bartels-Stewart Algorithmus (1972)
Input: A, W e R W =WT.
Output: Losung X = X7 der Lyapunovgleichung .

1: Berechne die reelle Schurform von A wie in mit Hilfe des QR Algorithmus.
2. if A(A)NA(—A) # 0 then
3:  STOP; keine eindeutige Losung.
4: end if
5: [ v‘% %z } = QTWQ, Wy € Rrxnr,
6: k:=r
7: while k£ > 1 do
8 Lose ‘@’ mit Az = Agy.
A oo Arg
9:  Lose (5) mit 41 = :
Ap—1,k-1

10: Wy =Wy — A2X2T — XQA%

1: k=k-1

12: end while

13: Lose als lineares Gleichungssystem (unter Ausnutzung der Symmetrie) im R3.
14: X :=QXQT

Der Bartels-Stewart Algorithmus benétigt ca. 32n? elementare Rechenoperationen, dabei entfallen auf
den QR Algorithmus ca. 2513 Flops und auf die Schritte 5 und 14 je 3n3. Der gesamte ProzeB des
Riickwirtseinsetzens (die while-Schleife) benstigt nur n3 Operationen. Da sowohl der QR Algorithmus
als auch das Riickwirtseinsetzen numerisch riickwérts stabil sind und dariiberhinaus nur orthogonale
Ahnlichkeitstransformationen verwendet werden, kann der Bartels-Stewart Algorithmus als numerisch
riickwérts stabil angesehen werden.

Der Bartels-Stewart Algorithmus zur Lésung von Lyapunovgleichungen ist z.B. in der MATLAB Control
Toolbox Funktion lyap implementiert.
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