Ill Das Symmetrische Eigenwertproblem

(SEP)

I11.3 Algorithmen fiir symmetrische tridiagonale
Eigenwertprobleme
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z.B. nach Householder- oder Lanczos(im Kapitel IV)-Tridiagonalisierung.

Bisektionsverfahren Sei A € R™*"; definiere A, := A(1:r,1:7) fiir r = 2,...,n mit

charakteristischem Polynom

pr(x) = det(A, — AI).

Definiert man weiter py(z) =1 , sowie p_1(x) = 0, dann folgt
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Diese Rekursionsformel erlaubt die Auswertung von p,(z) = xa(x) in O(n) flops. Die
Berechnung der Eigenwerte durch Bisektion (Intervallschachtelung, Algorithmus I11.6)
liefert damit ein Verfahren die Eigenwerte direkt aus dem charakteristischen Polynom
zu bestimmen.

Algorithmus III1.6 Bisektionsverfahren
Input: y <z € Rmit py(y)pa(2) <0 (= 3 € (y,2) : pa(§) = 0)
Output: £ mit p,(§) =0
while |z — y| > TOL(|y| + |z|) do
x= (y+7)/2
if p,(z)pn(y) < 0 then
z=u=
else
y=u
end if
end while

Die Konvergenz im Algorithmus II1.6 ist linear, denn [A — zj41| < 3|\ — zy].

Der folgende Satz liefert uns eine Moglichkeit bestimmte Eigenwerte von A zu be-
rechnen. Suchen wir z.B. zu p € R den néchstkleineren Eigenwert, dann kénnen wir im
Algorithmus II1.6 z = g wihlen und mit dem Satz y so bestimmen, dass genau eine
Nullstelle zwischen y und z liegt (also eine weniger links von y als links von z). Seien im
folgenden die Eigenwerte immer angeordnet nach Ay > Ay > -+ > A,

Satz II1.7 (Sturm’sche Folge). Sei A = A, unreduzierte symmetrische Tridiagonalma-
triz, dann separieren die Eigenwerte von A,_1 die Figenwerte von A, derart, dass

)\T(AT) < /\7«_1(14,«_1) < )\7«_1(147«) < -0 < AQ(AT) < )\1(147«_1) < )\1(147«)
Weiter sei
a(p) = Anzahl Vorzeichenwechsel in {po(p), p1(t), .., pn(p)}

mit der Konvention, dass eine Nullstelle (pj(1) = 0) einem Vorzeichenwechsel ent-
spricht, dann gilt
ali) = #00 € AA) | A < g}
Beweis. | , Theorem 8.5.1] O
Bemerkung (Trennungseigenschaft). Es gilt VA = AT, A, .= A(1:7,1:7):
Ar—‘,—l(AA'r—i-l) < )\T(AT> < )\T(AT+1) <--- < )\2(Ar+1) < )\I(AT) < A1(147"—1-1)

Beispiel II1.8. Sei p = 2 wir suchen die Anzahl der Eigenwerte links von u zu

1 1 po(2) =1
19 1 L, n@)=(01-2)-1-(-1)*-0=-1
A= s | m@=02-29) - (-2 1=-1
C p3(2) = (3=2)(=1) = (-1)?- (~1) =0
pa(2) = (4=2)-0—(=1)* - (-1) =1



= 2 Vorzeichenwechsel = 2 Figenwerte von A kleiner als 2.
In der Tat ist A(A) ~ {0.254,1.823,3.177,4.745}.

Mit Hilfe des Satzes von Gershgorin:

n n
A(A) C | lai = ri; az + ) mit vy =Y Jag])
i=1 j=1
i

angewendet auf A tridiagonal wie in (III.1) erhalten wir eine einfache Methode y und z
so zu bestimmen, dass A(A) C [y, 2]:
Wiéhle y = min ({a1 — |b1], an — |bn—1|} U {a; — |bi| — [bi—1] : 1 < i < n}), sowie
2 = max ({a1 + |b1|,an + ’bn—l‘} U {ai + ’bz| + |b,‘_1‘ << n})

111.4 Divide-and-Conquer Algorithmus

Der (schnellste) Algorithmus zur Berechnung aller Eigenwerte und Eigenvektoren einer
tridiagonalen, symmetrischen Matrix A € R"*" wie in (II1.1) fiir n > 25 ist derzeit der
Divide-and-Conquer Algorithmus. Wir mochten dabei wieder Q7 AQ = diag(A1, ..., \n)
mit QT Q = I berechnen. Dabei wollen wir das Problem rekursiv in Teilprobleme fiir
Matrizen T1R"™*™ und Ty € R®™"™*"~™ zerlegen, bis m = 1 und damit das Eigenwert-
problem trivial ist.

_ a1 b1 -
by
bm—l
. bm,1 A bm .
A= S R — (unreduziert)
bm+1
bn—l
L bn—l (079 i
— a1 b1 -
by
bm—l
_ bm—l Ay — bm + bm bm
- Am+1 — bm bm+1 bm bm
b7n+1
bn—l
L bn—l An




o]
0

|17y 0 1

_.{0 TJ+bm 1 [O 01 10 0}
0 =T
_0_

|0 T

_[0 TJ—i—bmvv

Angenommen, QiTTiQi =D, = [\} sind die Eigenwertzerlegungen der 7;, dann

QlDlQl
=A= [ Q2D2QT b’
T
@1 Q1
- [ Dy muu Q2
Dabei ist or e .
g 1 _ T _ 1(n,:
v [ Q2]v [ng} - [Qau,:)}
und es gilt
di
A(A):A(D+QUUT)7 mit D = [Dl DQ} = ) ] und o = by,
dn

Wir wenden das Verfahren rekursiv an, bis 77,75 € R. Dabei miissen wir die Eigenwerte
von D + puu” berechnen. = Benétigen billige Berechnung von Spektra fiir Diagonalma-
trizen mit Rang-1-Aufdatierungen. Dazu nehmen wir 0.B.d.A an, dass d; > do > --- >
d, und setzen A\ # d;Vj. Dann folgt:

det(D + guu” — XI) = det (D — MI)(I + o(D — AXI) " tuu™))
und wir sehen, dass
det(I + o(D — XI)tuu?) =0 & X € A(A) (I11.2)

Zur Bestimmung der Determinante miissen wir Determinanten der Form det(I + xzy™)
fiir z,y € R™ berechnen. Dabei hilft uns das folgende Lemma.

Lemma IIL.9. Seien xz,y € R™. Dann gilt:

det(I +zy?) =1+ yTz



Beweis. Sei {\1,..., .} = Al + zy”); Dann ist
NI+ a2y’ = Nj(@y™) +1
Andererseits hat zy” Rang 1 und es gilt A(zy”) = {y7,0,...,0}, denn

(zyD)z = 2(yTx) = (yTx)z = z ist Bigenvektor zum Eigenwert 37z
~—

eR

Es folgt also A(I + zy”) = {y'z,1,...,1} und damit det(I +2y?) =1+ 1y’ O
n
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Lemma II1.9

det (I to(D— A uuT) ,

d.h. f(A) =0 XA e A(A).
Wir suchen also die Nullstellen von f. Falls u; # 0 (sonst ist nichts zu tun)und ¢ > 0,
dann ist wegen A # d;

n 2
N =0Y — >0
F') Q;(di_/\)2>
Nach Definition gilt damit:

lim f(\) =1 und lim f(\) =1

A——00 A—00

auflerdem
A<dm=f(N)>1 und A>dr= f(A)>1

Siehe etwa Abbildung II1.1 fiir ein Beispiel mit n = 4.
Insgesamt erhalten wir damit:

e In jedem Intervall (dj;1,d;), j =n —1,...,1 liegt genau eine Nullstelle von f.

o falls o > 0 liegt eine weitere Nullstelle rechts von d; , fiir o < 0 liegt eine weitere
Nullstelle links von d,,.

Wir setzen daher ein Newton—Verfahren zum Berechnen der Nullstellen = Eigenwerte auf
jedem Intervall an. Auswertungen von f(\) und f’(\) kosten O(n) flops. Damit liegt der
Aufwand zur Berechnung aller Eigenwerte bei O(n?). Falls nur die Eigenwerte gesucht
sind ist dieses Verfahren also teurer als der symmetrische QR—Algorithmus! Allerdings
kann der zu A\ € A(A) gehorige Eigenvektor giinstig wie folgt bestimmt werden:

Lemma II1.10. A € A(D + ouu™) = (D — M) w ist der zugehérige Eigenvektor.



f(x) =1+.3./(=1-X)+.3./(3-X)+.4./(7-X)

Abbildung III.1: Beispielgraph fiir n = 4

Beweis.
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Die Kosten zur Berechnung aller Eigenvektoren belaufen sich damit also auf 2n?.

Wir haben bisher vorausgesetzt, dass d; # d;11 und u; # 0 gilt. Im Fall u; = 0 folgt
aber sofort d; € A(D + ouu’), denn (D + ouu)e; = d;e;. Im Fall d; = d;y1 definiere
U=G(,i+1,60) so, dass

GT(ii+1,0)u =




= UT(D + ouu)U = D + ot mit ;41 =0

= Uej ist Eigenvektor von D + puu! zum Eigenwert d;

In beiden Fillen kann d; abgespalten werden und wir fahren dann mit dem verkleinerten
Problem fort. Der Divide-and-Conquer Algorithmus besteht nun darin, die Teilungspro-
zedur rekursiv anzuwenden bis 77,75 € R gilt.

Bemerkung. Die Berechnung der Figenvektoren mit Lemma I11.10 ist numerisch in-
stabil, falls A = d;. Ein numerisch stabiler Algorithmus nach [ | verwendet den
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gilt:
A(D+aa") = {a1,...,an}.
Wir berechnen also die Eigenwerte wie zuvor, wenden aber Lemma I11.10 auf D + 44"
an. Diese Losung ist dann numerisch stabil, da (D — A\;I) '@ orthogonaler ist, als (D —

)\Z'I)fl

Beweis zum Satz von Léwner. Setze D = D + a4l .

= pp(\) = det(D — ) =: [[(a; — A)
j=1

Andererseits gilt unter Verwendung von Lemma I11.9:

det(D — AI) = det(D — AI)det(I + (D — AXI)~'aa”)
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Setzt man nun A = d;, dann folgt

n n n ~9 n
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j=1 j=1 j=1 "7 t j=1
e et E E)
=0
= H(d] - dl)ﬁz
j=1
i
und damit: .
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Der Quotient ist positiv, da sowohl im Z&hler als auch im Nenner genau n — ¢ negative

Faktoren auftreten.

O]



Algorithmus III.7 Divide-and-Conquer (dcsep)

Input: A = AT € R™*" tridiagonal
Output: A:={\,...,\,} =A(4),Q =[q1,---,qs) € R orthogonal mit
AQj :)‘ijv j: 1,...,7?,

1: Bestimme n.

2: if n > 1 then

3. Forme A = [ AJ + ovvT {mit ¢ = b, }
Berechne (1, A; durch Aufruf von dcsep(4;)
Berechne @2, Ao durch Aufruf von dcsep(As)
Berechne D + puu® aus Q1,Qa, A1, As.
Finde die Eigenwerte A von D + puu’ durch Berechnen aller Nullstellen von

Ay

Nl\.’)

8:  Berechne den Vektor @ mit dem Satz von Lowner und den Eigenvektor von D +
T
ant:

qﬂ = (D - )‘j)_l 1

9:  Berechne die Eigenvektoren von A: QQ = [Ql 0 } [G1,- - Gn)
2

10: else

1: @Q=1A=A

12: end if

Die Kosten im Algorithmus II1.7 belaufen sich auf:

Eigenwert  Eigenvektor  Aufdatierung Q

t(n)zQ(ﬁ) + 0m%) + 0% +  ®
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