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Theoretische Aufgaben

Aufgabe 1 (6 Punkte) (Normale Matrizen)
Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Bedingungen fiir eine Matrix A € C"*",

i) Aisnormal, d.h. AA* = A*A.
ii) U* AU ist normal fiir jede unitire Matrix U € C™*™,

Bi1 Bia

iii) Fiir jede unitdre Matrix U mit U*AU = B = [

:| ,Bn S Cka, gﬂt By =0.

iv) Es gibt eine unitdre Matrix U € C"*", so dass U* AU diagonal ist.
v) Es gibt eine unitdre Matrix U € C"*" mit A* = U A.
vi) (Az, Ay) = (A*x, A*y) fiir alle z,y € C™.
Zusatz: Zeigen Sie auBerdem, dass i)-vi) zu folgender Bedingung dquivalent sind:

vii) AA* — A* A ist positiv semidefinit (d.h. z*(AA* — A*A)z > 0 fiir alle x € C™).

Aufgabe 2 (4 Punkte) (Kronecker-Produkte)
Seien Y € C/** und Z € C™*™. Dann heiBt die mj x kn Matrix
ynZ yieZ ... yikZ
Ve y2.1Z yQ?Z . ygle
yj‘lZ yjéZ . yj;;;Z

das Kronecker-Produkt oder Tensor-Produkt von Y und Z.

a) Seien W, X,Y,Z Matrizen, so dass die Produkte WX und YZ definiert sind. Zeige
WeY)(XeZ)=WX)o (YZ).

b) Seien S,G nichtsinguldre Matrizen. Zeige, dass auch S ® G nichtsinguldr ist und dass
Sea)t=51teac L

c) Zeige, wenn A und B, sowie C und D &dhnliche Matrizen sind, dann sind auch A ® C' und B® D #hnlich.

d) Seien A € C¥und B € C™. A habe die Eigenwerte A1, ..., A\, und B habe die Eigenwerte 11, . . ., fim.
Zeige

A(A®B):{)\ZNJ|Z:177k7]:177m}



Aufgabe 3 (5 Punkte) (Hessenberg-Matrizen und Givens-Rotationen)

Unter einer oberen Hessenberg-Matrix versteht man eine n x n Matrix A = (a;;); j=1,... n fur die gilt a;; = 0
falls i > j + 1. Sei H € R™*™ obere Hessenberg Matrix und b € R™. Geben Sie einen Losungsalgorithmus
zum Losen eines Gleichungssystems

Hx=b

mittels Givens-Rotationen an. Berechnen Sie mit diesem Algorithmus die Losung des Gleichungssystems zu
den Daten

3 0 19 22
H=14 5 17 b= 126
0 4 35 39
Programmieraufgabe
Aufgabe 1 (5 Punkte) (Bilddatenkompression mit SVD)

Schreibe ein MATLAB-Programm, welches eine Matrix mit Bilddateninformation einliest, eine beste Approxi-
mation vom Rang k an diese Matrix berechnet, sowie den Approximationsfehler (in der 2-Norm), das Original
und das komprimierte Bild darstellt (benutze subplot), sowie den fiir das Original und das komprimierte
Bild benétigten Arbeitsspeicher ausgibt. Teste das Programm fiir die in MATLAB verfiigbaren Bilder (c1own,
gatlin, durer, mandrill, earth) und verschiedene Werte von k. Ermittle (empirisch) fiir jedes
Bild die beste Kompression, so dass das approximierte Bild noch optisch verlustfrei dargestellt werden kann.

Hinweis: Die MATLAB-Bilder erhilt man mit dem 1oad-Befehl. Z.B. erhilt man mit
>> load clown

eine Bilddatenmatrix X (eine 200 x 320-Matrix in diesem Fall, also hat das Clown-Bild 200 x 320 Bildpunkte)
sowie eine Matrix map, in der die Information iiber das verwendete Farbmodell gespeichert ist. Um nun das
Clown-Bild anzuzeigen, kann man die Befehle

>> colormap (map)
>> image (X)

ausfiihren.



