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Theoretische Aufgaben

Aufgabe 1 (3 Punkte) (Normalengleichung)

Fiir eine Matrix A € R™*" und einen Vektor b € R"™ betrachten wir das Ausgleichsproblem

;IelgyllHAx—bHZ (1)

a) Unter welcher Bedingung ist die Losung der Normalengleichung A” Az = A”'b eine Losung von (1)?

b) An den Stellen =1, 2, ...,z € R seien die Werte y1,¥s,...,yn € R gegeben. Diese Punkte sollen
durch eine Gerade approximiert werden, so dass die Summe der Fehlerquadrate minimiert wird. Stellen
Sie die Normalengleichung zum zugehorigen Ausgleichsproblem (vgl. Hausaufgabe 8 Aufgabe 3.b)) auf.

¢) Manchmal wird zur Beriicksichtigung von Mess(un-)genauigkeiten ein gewichtetes Ausgleichsproblem
statt (1) gelost:

IIGI%RI}L W (Azx —b)||2, W =diag(w;), w; >0, i=1,...,m. ()

Wie lauten die Normalengleichungen zu diesem Problem?

Aufgabe 2 (5 Punkte) (Iterative Gleichungssystemldser: Splitting-Verfahren)
Splitting-Verfahren zum Losen linearer Gleichungssysteme basieren auf einer Zerlegung der Matrix A € R™"
der Form A = B + (A — B) fiir eine invertierbare Matrix B € R™". Damit ldsst sich ein Gleichungssystem
Az = b dquivalent schreiben als Bx = (B — A)x + bbzw. x = B~1(B — A)x + B~'b. Letztere Gleichung
motiviert Iterationsverfahren der Form

Tm+1 = O(m,b) = Mxy + Nb firm =0,1,...
mit M := B~Y(B— A)und N := B~

a) Ein Iterationsverfahren ¢ heiBt konsistent zur Matrix A falls fiir alle b € R™, A~!b ein Fixpunkt von ¢
zu b ist. Zeigen Sie, dass Splitting-Verfahren genau dann konsistent zu A sind, wenn M = I — N A gilt.

b) Zeigen Sie, dass fiir den Spektralradius von M gilt o(M) < 1, wenn die Folge der x,, und damit das
Verfahren ¢ fiir jeden Startwert x konvergiert.
Zusatz: Zeigen Sie, dass auch die entgegengesetzt Richtung “o(M) < 1 = ¢ konvergiert” gilt. Verwen-
den Sie dazu ohne Beweis: Ve 3 ||.|| : ||M]|| < o(M) +¢ (3 Punkte)



¢) Schreibt man die Splitting-Verfahren in der Form
Ts1 = T + B7Hb — Azy,) = 2y + B e,

so kann man mit dem Ziel der Konvergenzbeschleunigung den Korrekturvektor 7, iiber einen Faktor
R 3 w > 0 gewichten, indem die modifizierte Iteration

Tt = T +wB(W) (b — Azy,)

betrachtet wird. Fiir w < 1 spricht man dann von Unterrelaxationsverfahren und fiir w > 1 von Uberre-
laxationsverfahren. Ist es moglich w optimal zu wihlen? Wie?

Programmieraufgaben

Aufgabe 1 (5 Punkte) (Iterative Gleichungssystemloser: Splitting-Verfahren II)

Zwei einfache Vertreter der Splitting-Verfahren sind das Jacobi-Verfahren und das GauB3-Seidel-Verfahren. Die-
se beruhen auf der Zerlegung der Matrix A in das strikte untere Dreieck L, die Diagonale D und die strikte
obere Dreiecksmatrix R, also A = L + D + R. Im Fall des Jacobi-Verfahren wihlt man dann B = D, beim
GauB-Seidel-Verfahren B = L + D.

a) Programmieren Sie die Jacobi- und GauB3-Seidel-Verfahren als MATLAB-Funktionen.

b) Leiten Sie gemil3 Aufgabe 2 im Theorieteil die zugehorigen relaxierten Verfahren her.
Hinweis: Im Fall des Gau3-Seidel Verfahrens ist es essentiell zeilenweise die Komponentenschreibweise
zu betrachten, da sonst die Wirkung von w auf B nicht erfasst wird.

¢) Programmieren Sie auch die relaxierten Verfahren.

Testen und Vergleichen Sie die Verfahren insbesondere fiir verschiedene Parameter w im Fall der Relaxations-
verfahren. Verwenden Sie dazu z.B. die Matrix A aus Hausaufgabe 7 Aufgabe 1.

Aufgabe 2 (3 Punkte) (Iterative Gleichungssystemloser: Splitting-Verfahren Iil)

Plotten Sie fiir die Matrix A aus Hausaufgabe 7 Aufgabe 1 und w € [0, 2] den Verlauf des Spektralradius von
Mgs(w), also der Matrix M aus dem relaxierten GauB-Seidel-Verfahren. Vergleichen Sie dabei insbesondere
verschiedene Dimensionen n, z.B. n = 10, 100, 250. Was erkennen und beobachten Sie?



