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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Das System

Wir betrachten das

lineare zeitinvariante (LTI) System

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t),
(Σ(E ;A,B,C ))

mit

� x ∈ Rn Zustand,

� u ∈ Rm Eingang, bzw. Steuerung,

� y ∈ Rp Ausgang, bzw. Messung,

und

E ,A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n.

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Das System

Wir betrachten das

lineare zeitinvariante (LTI) System

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t),
(Σ(E ;A,B,C ))

Im Kontext “FEM für die Wärmeleitung”:

� E FEM Massematrix,

� A diskreter Ortsdifferentialoperator,

� x Temperaturen in den FEM Freiheitsgraden.

Im Folgenden zunächst E = I (sonst betrachte Â := E−1A, B̂ := E−1B).

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Gramsche Matrizen und Lyapunov Gleichungen

Die unendlichen Erreichbarkeits- und Beobachtbarkeits-Gramschen
zu Σ

P =

∫ ∞
0

eAτBBT eA
T τdτ und Q =

∫ ∞
0

eAτCTCeA
T τdτ

werden abgeleitet aus

� Eingangs-zu-Zustands Abbildung: ξ(t) = eAtB und

� Zustand-zu-Ausgangs Abbildung: η(t) = CeAt .

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Gramsche Matrizen und Lyapunov Gleichungen

Die unendlichen Erreichbarkeits- und Beobachtbarkeits-Gramschen
zu Σ

P =

∫ ∞
0

eAτBBT eA
T τdτ und Q =

∫ ∞
0

eAτCTCeA
T τdτ

erfüllen
Bild(P) = Erreichbarkeitsmenge zu (A,B)

und
Bild(Q) = Rekonstruierbarkeitsmenge zu (C ,A).

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Gramsche Matrizen und Lyapunov Gleichungen

Die unendlichen Erreichbarkeits- und Beobachtbarkeits-Gramschen
zu Σ

P =

∫ ∞
0

eAτBBT eA
T τdτ und Q =

∫ ∞
0

eAτCTCeA
T τdτ

� minimal nötige Eingangsenergie, um Σ asymptotisch von 0
nach xe zu bringen ist xTe P−1xe .

� die maximale von xo erzeugte Ausgangsenergie auf einem
unendlichen Beobachtungshorizont ist xTo Qxo .

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Gramsche Matrizen und Lyapunov Gleichungen

Die unendlichen Erreichbarkeits- und Beobachtbarkeits-Gramschen
zu Σ

P =

∫ ∞
0

eAτBBT eA
T τdτ und Q =

∫ ∞
0

eAτCTCeA
T τdτ

lösen die zwei Lyapunovgleichungen:

AP + PAT = −BBT ,

ATQ + QA = −CTC .

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Gramsche Matrizen und Lyapunov Gleichungen

Die unendlichen Erreichbarkeits- und Beobachtbarkeits-Gramschen
zu Σ

P =

∫ ∞
0

eAτBBT eA
T τdτ und Q =

∫ ∞
0

eAτCTCeA
T τdτ

lösen die zwei Lyapunovgleichungen:

APET + EPAT = −BBT ,

ATQE + ETQA = −CTC .

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Realisierungen und Balancierung

Definition

Sätze von Matrizen E ,A,B,C mit identischem I/O-Verhalten
heißen Realisierungen Σ(E ;A,B,C ) des Systems.

Definition

Die Eigenwerte von PEQET sind Invarianten des Systems. Ihre
Quadratwurzeln heißen Hankel Singulärwerte (HSV) von Σ.

Definition

Eine Realisierung Σ(E ;A,B,C ) heißt balanciert, falls gilt

P = Q = diag(σ1, σ2, . . . , σn).

balancierte Realisierung  

� Zustände gleichzeitig gut steuerbar und
beobachtbar,

� bzw. Zustände die viel Eingangangsenergie
benötigen, erzeugen wenig Ausgangsenergie,

� Idee des balancierten Abschneidens:
Beschränkung auf dominante HSV.

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Realisierungen und Balancierung

Definition

Sätze von Matrizen E ,A,B,C mit identischem I/O-Verhalten
heißen Realisierungen Σ(E ;A,B,C ) des Systems.

Definition

Die Eigenwerte von PEQET sind Invarianten des Systems. Ihre
Quadratwurzeln heißen Hankel Singulärwerte (HSV) von Σ.

Definition

Eine Realisierung Σ(E ;A,B,C ) heißt balanciert, falls gilt

P = Q = diag(σ1, σ2, . . . , σn).

balancierte Realisierung  

� Zustände gleichzeitig gut steuerbar und
beobachtbar,

� bzw. Zustände die viel Eingangangsenergie
benötigen, erzeugen wenig Ausgangsenergie,

� Idee des balancierten Abschneidens:
Beschränkung auf dominante HSV.
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Realisierungen und Balancierung

Definition

Sätze von Matrizen E ,A,B,C mit identischem I/O-Verhalten
heißen Realisierungen Σ(E ;A,B,C ) des Systems.

Definition

Die Eigenwerte von PEQET sind Invarianten des Systems. Ihre
Quadratwurzeln heißen Hankel Singulärwerte (HSV) von Σ.

Definition

Eine Realisierung Σ(E ;A,B,C ) heißt balanciert, falls gilt

P = Q = diag(σ1, σ2, . . . , σn).

balancierte Realisierung  

� Zustände gleichzeitig gut steuerbar und
beobachtbar,

� bzw. Zustände die viel Eingangangsenergie
benötigen, erzeugen wenig Ausgangsenergie,

� Idee des balancierten Abschneidens:
Beschränkung auf dominante HSV.
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Realisierungen und Balancierung

Definition

Sätze von Matrizen E ,A,B,C mit identischem I/O-Verhalten
heißen Realisierungen Σ(E ;A,B,C ) des Systems.

Definition

Die Eigenwerte von PEQET sind Invarianten des Systems. Ihre
Quadratwurzeln heißen Hankel Singulärwerte (HSV) von Σ.

Definition

Eine Realisierung Σ(E ;A,B,C ) heißt balanciert, falls gilt

P = Q = diag(σ1, σ2, . . . , σn).

balancierte Realisierung  

� Zustände gleichzeitig gut steuerbar und
beobachtbar,

� bzw. Zustände die viel Eingangangsenergie
benötigen, erzeugen wenig Ausgangsenergie,

� Idee des balancierten Abschneidens:
Beschränkung auf dominante HSV.
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Grundidee Modellordnungsreduktion

LTI System Σ = (E ;A,B,C ):

E ẋ(t) = A x(t) + B u(t), y(t)= C x(t)

Ziel: ỹ(t) ≈ y(t)

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Grundidee Modellordnungsreduktion

LTI System Σ = (E ;A,B,C ):

E ẋ(t) = A x(t) + B u(t), y(t)= C x(t)

Modellordnungsreduktion
Finde Projektionsmatrizen

V ∈ Rn×k and W ∈ Rn×k ,

k � n.

Ziel: ỹ(t) ≈ y(t)

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Grundidee Modellordnungsreduktion

LTI System Σ = (E ;A,B,C ):

E ẋ(t) = A x(t) + B u(t), y(t)= C x(t)

Modellordnungsreduktion
Finde Projektionsmatrizen

V ∈ Rn×k and W ∈ Rn×k ,

k � n.

W T
E V ˙̃x(t) = W T

A V x̃(t) + W T
B u(t), ỹ(t) = C V

Ziel: ỹ(t) ≈ y(t)

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Grundidee Modellordnungsreduktion

LTI System Σ = (E ;A,B,C ):

E ẋ(t) = A x(t) + B u(t), y(t)= C x(t)

Modellordnungsreduktion
Finde Projektionsmatrizen

V ∈ Rn×k and W ∈ Rn×k ,

k � n.

Ẽ ˙̃x(t) = Ã x̃(t) + B̃ u(t), ỹ(t) = C̃ x̃(t)

Ziel: ỹ(t) ≈ y(t)

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Zusammenfassung und Implementierung im SR Algorithmus

Zusammenfassung:

� Σ(E ;A,B,C), heißt balanciert, falls die Lösungen P,Q der
Lyapunovgleichungen

AP + PAT + BBT = 0, ATQ + QA + CTC = 0,

P = Q = diag(σ1, . . . , σn) mit σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σn > 0 erfüllen.

� {σ1, . . . , σn} sind die Hankel Singulärwerte von Σ.

� Balancierte Realisierung durch Zustandsraumtransformation

T : (E ;A,B,C) 7→ (TET−1;TAT−1,TB,CT−1)

=

([
E11 E12

E21 E22

]
,

[
A11 A12

A21 A22

]
,

[
B1

B2

]
,
[

C1 C2
])

.

� Abschneiden  reduziertes Modell: (Ẽ ; Ã, B̃, C̃) = (E11;A11,B1,C1).

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Zusammenfassung und Implementierung im SR Algorithmus

Implementierung: SR Methode

1 Berechne (Cholesky-)Faktoren der Lösungen der Lyapunovgleichungen,

P = STS , Q = RTR.

2 Berechne Singulärwertzerlegung

SERT = [U1, U2 ]

[
Σ1

Σ2

][
V T

1

V T
2

]
.

3 Definiere
W := RTV1Σ

−1/2
1 , V := STU1Σ

−1/2
1 .

4 Das reduzierte Modell ist: (W TAV ,W TB,CV ).

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneidens
Übertragungsfunktion und Fehlerschranke

Laplacetransformation des Systems Σ(E ;A,B,C ) liefert die

Übertragungsfunktion

G (σ) = C (A− σE )−1B.

Damit zeigt man die

Fehlerschranke

‖G − G̃k‖ ≤ 2
n∑

i=k+1

σi .

= 2 Spur(Σ2).

reduziertes Modell der Ordnung kEs gilt insbesondere: ‖y − ỹ‖ ≤ 2
(∑n

i=k+1 σi
)
‖u‖

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Numerische Ergebnisse: Ständer (TP A05)

� ANSYS FEM Semidiskretisierung:

◦ DOFs: 16626
◦ Eingänge: 20
◦ Ausgänge: unklar

(hier: 1 =̂ Durchschnittstemperatur)

� Modell wie im Vortrag von A. Galant
auf dem 1. Kolloquium.

� Daten aus TP A05.

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Numerische Ergebnisse: Ständer (TP A05)
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