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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Das System

Wir betrachten das
lineare zeitinvariante (LTI) System
Ex(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(b),

(X(E; A, B, C))

v

mit
e x € R" Zustand,
e u € R™ Eingang, bzw. Steuerung,

e y € RP Ausgang, bzw. Messung,
und

E,A c ]Rnxn7 B c Rnxm, C c Rpxn‘
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden

Das System

Wir betrachten das

lineare zeitinvariante (LTI) System
Ex(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(b),

(X(E; A, B, C))

v

Im Kontext “FEM fiir die Warmeleitung”:
e F FEM Massematrix,

o A diskreter Ortsdifferentialoperator,

e x Temperaturen in den FEM Freiheitsgraden.

Im Folgenden zunichst E = I (sonst betrachte A:= E"'A, B := E~!B).
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Gramsche Matrizen und Lyapunov Gleichungen

Die unendlichen Erreichbarkeits- und Beobachtbarkeits-Gramschen
zu x

P:/ eA"BBTeA "dr  und Q:/ A CTcer " dr
0 0

werden abgeleitet aus
e Eingangs-zu-Zustands Abbildung: £(t) = e**B und
e Zustand-zu-Ausgangs Abbildung: n(t) = Ce”t.
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Gramsche Matrizen und Lyapunov Gleichungen

Die unendlichen Erreichbarkeits- und Beobachtbarkeits-Gramschen
zu x

P:/ eA"BBTeA "dr  und Q:/ A CTcer " dr
0 0

erfiillen
Bild(P) = Erreichbarkeitsmenge zu (A, B)

und
Bild(@) = Rekonstruierbarkeitsmenge zu (C, A).
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Gramsche Matrizen und Lyapunov Gleichungen

Die unendlichen Erreichbarkeits- und Beobachtbarkeits-Gramschen
zu x

P:/ eA"BBTeA "dr  und Q:/ A CTcer " dr
0 0

e minimal notige Eingangsenergie, um X asymptotisch von 0
nach xe zu bringen ist xeTP_lxe.

e die maximale von x, erzeugte Ausgangsenergie auf einem
unendlichen Beobachtungshorizont ist x. Qx,.
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Gramsche Matrizen und Lyapunov Gleichungen

Die unendlichen Erreichbarkeits- und Beobachtbarkeits-Gramschen
zu x

P:/ eA"BBTeA "dr  und Q:/ A CTcer " dr
0 0

|osen die zwei Lyapunovgleichungen:

AP+ PAT = —BBT,

ATQ+QA=—-C'C.
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Gramsche Matrizen und Lyapunov Gleichungen

Die unendlichen Erreichbarkeits- und Beobachtbarkeits-Gramschen
zu x

P:/ eA"BBTeA "dr  und Q:/ A CTcer " dr
0 0

|osen die zwei Lyapunovgleichungen:
APET + EPAT = —BBT,

ATQE+ETQA=—-CTC.

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Realisierungen und Balancierung

Definition

Sétze von Matrizen E, A, B, C mit identischem |/O-Verhalten
heiBen Realisierungen X (E; A, B, C) des Systems.

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Realisierungen und Balancierung

Sétze von Matrizen E, A, B, C mit identischem |/O-Verhalten
heiBen Realisierungen X (E; A, B, C) des Systems.

v,

Die Eigenwerte von PEQE sind Invarianten des Systems. lhre
Quadratwurzeln heiBen Hankel Singuldrwerte (HSV) von ¥.

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Realisierungen und Balancierung

Sétze von Matrizen E, A, B, C mit identischem |/O-Verhalten
heiBen Realisierungen X (E; A, B, C) des Systems.

Definition

| \

Die Eigenwerte von PEQE sind Invarianten des Systems. lhre
Quadratwurzeln heiBen Hankel Singuldrwerte (HSV) von ¥.

Eine Realisierung X(E; A, B, C) heiBt balanciert, falls gilt
P = Q = diag(o1,02,...,05).

A\
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Realisierungen und Balancierung

mbalancierte Realisierung ~~

Sstze vl © Zustande gleichzeitig gut steuerbar und
heiBen beobachtbar,

en
e bzw. Zustande die viel Eingangangsenergie
benctigen, erzeugen wenig Ausgangsenergie,
hr
>

Die Eig| © ldee des balancierten Abschneidens:
Quadra Beschrankung auf dominante HSV.

Definition

Eine Realisierung X(E; A, B, C) heiBt balanciert, falls g
P=Q= diag(O'l,Uz, 500 ,0’,,).
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Grundidee Modellordnungsreduktion

LTI System ¥ = (E; A, B, C):

E x(t)=[A x(t)+ Bu(t), y(t)=ECux(t)

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Grundidee Modellordnungsreduktion

LTI System ¥ = (E; A, B, C):

E x(t)=[A x(t)+ Bu(t), y(t)=ECux(t)

Modellordnungsreduktion

Finde Projektionsmatrizen
V e Rnxk and W ¢ RnXk,
k < n.

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Grundidee Modellordnungsreduktion

LTI System ¥ = (E; A, B, C):

E x(t)=[A x(t)+ Bu(t), y(t)=ECux(t)

Modellordnungsreduktion

Finde Projektionsmatrizen
V e Rnxk and W ¢ RnXk,
k < n.

WTTE v (t)= WT

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Grundidee Modellordnungsreduktion

LTI System ¥ = (E; A, B, C):

E x(t)=[A x(t)+ Bu(t), y(t)=ECux(t)

Modellordnungsreduktion

Finde Projektionsmatrizen
V e Rnxk and W ¢ RnXk,
k < n.

B =B 0+ Buw), yo=-@

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Grundidee Modellordnungsreduktion

LTI System ¥ = (E; A, B, C):

E x(t)=[A x(t)+ Bu(t), y(t)=ECux(t)

Modellordnungsreduktion

Finde Projektionsmatrizen
V e Rnxk and W ¢ RnXk,
k < n.

B =B 0+ Buw), yo=-@

Ziel: y(t) =~ y(t)
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Zusammenfassung und Implementierung im SR Algorithmus

Zusammenfassung:

e Y(E; A, B, C), heiBt balanciert, falls die Lésungen P, Q der
Lyapunovgleichungen

AP+ PAT + BBT = 0, ATQ+QA+C'C = o,
P = Q = diag(o1,...,00) mit 01 > 02 > ... > o, > 0 erfillen.

e {01,...,0n} sind die Hankel Singularwerte von X.
e Balancierte Realisierung durch Zustandsraumtransformation

T :(E;A B,C)— (TET Y TAT Y, TB,CT 1)
Ein  Ep A Ap By
= C: C .
({521 522]’[/421 Azz}’[Bz]’[ ! 2])

e Abschneiden ~ reduziertes Modell: (E; A, B, C) = (Eu1; Au, Bi, Gi).

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Zusammenfassung und Implementierung im SR Algorithmus

Implementierung: SR Methode

@ Berechne (Cholesky-)Faktoren der Lésungen der Lyapunovgleichungen,
P=5"s, Q=R'R.

@ Berechne Singuldrwertzerlegung

by
SERT = [ Ui, Us] [ '
P

© Definiere
W:=R"Wiz;"?  v:.i=STuzx;V

@ Das reduzierte Modell ist: (W™ AV, WTB, CV).
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Ubertragungsfunktion und Fehlerschranke

Laplacetransformation des Systems X (E; A, B, C) liefert die

Ubertragu ngsfunktion

G(o) = C(A—0cE)7!B.

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Ubertragungsfunktion und Fehlerschranke

Laplacetransformation des Systems X (E; A, B, C) liefert die

Ubertragu ngsfunktion

G(o)=C(A—cE)1B.

Damit zeigt man die

Fehlerschranke

IG— Gl <2 ) oy

\zk-i-l
N

[reduziertes Modell der Ordnung k]

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Ubertragungsfunktion und Fehlerschranke

Laplacetransformation des Systems X (E; A, B, C) liefert die

Ubertragu ngsfunktion

G(o)=C(A—cE)1B.

Damit zeigt man die

Fehlerschranke

IG— Gill <2 Y o =2 Spur(Xa).
i=k+1

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Modellordnungsreduktion mittels balancierten Abschneiden
Ubertragungsfunktion und Fehlerschranke

Laplacetransformation des Systems X (E; A, B, C) liefert die

Ubertragu ngsfunktion

G(o) = C(A—0cE)7!B.

Damit zeigt man die

Fehlerschranke

n
IG— Gl <2 ) o
i=k+1

Es gilt insbesondere: ||y — || <2 (3741 04) [lull
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’Numerische Ergebnisse: Stander (TP A05)|

e ANSYS FEM Semidiskretisierung:

o DOFs: 16626
o Eingange: 20
o Ausgange: unklar
(hier: 1 = Durchschnittstemperatur)

e Modell wie im Vortrag von A. Galant
auf dem 1. Kolloquium.

e Daten aus TP AO05.

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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‘Numerische Ergebnisse: Stander (TP A05)|

Ubertragungsfunktion fir volles und div. reduzierte Systeme

-.i_t_\.u.u.w UL AL 1) 1) s 1| B B R U1 e ML
103 [ \\“u, |
-‘\~~
= .| S |
g 10 —— "4,..&
O —orig. z\::.
> -5
E 1071 - 10 R 1
..... 15 NN
3 20 RS
103, .. % ™
mﬁ\l vl vl e vl il g
107 1073 1072 107t 10° 10' 10 10°
w

104
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’Numerische Ergebnisse: Stander (TP A05)|

absoluter Abschneidefehler
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’Numerische Ergebnisse: Stander (TP A05)|
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‘Numerische Ergebnisse: Stander (TP A05)|

Berechnete Hankel Singularwerte
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Weitere Berichte‘

Personal

e Dipl.-Math. techn. Julia Miiller als wissensch. Hilfskraft
(Einstellung: 1.2.2012 zunichst fiir 6 Monate)

Inhaltliche Fortschritte
o Warmeleitung auf Stander (Daten A05)
e CADFEM Model Reduction Challenges
o Datentransfer FEM~» MATLAB® via SDTools/FEMIink
e evtl. dazu auch Kooperation Morembs
(Uni Stuttgart ITM (Prof. P. Eberhard))

| A\

v
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Ausblick

Anstehende Aufgaben fiir die kommenden 6 Monate

e CADFEM Model Reduction Challenges
e Datentransfer FEM~» MATLAB via SDTools/FEMIlink

e evtl. dazu auch Kooperation Morembs
(Uni Stuttgart ITM (Prof. P. Eberhardt))

parametrische Modellreduktion fiir den Stander
MOR fiir zeitdiskrete Ubertragungsfunktionen (B06)

SFB/TR-96: AG Simulation und Parametrierung: Bericht TP A06
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Ausblick

Anstehende Aufgaben fiir die kommenden 6 Monate

e CADFEM Model Reduction Challenges
e Datentransfer FEM~» MATLAB via SDTools/FEMIlink

e evtl. dazu auch Kooperation Morembs
(Uni Stuttgart ITM (Prof. P. Eberhardt))

e parametrische Modellreduktion fiir den Stander
MOR fiir zeitdiskrete Ubertragungsfunktionen (B06)
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Ausblick
Ubertragungsfunktionen von direkt und parameterisch reduziertem System
LN B | e 1
direkt
10° N = = = parameterisch ||
~~~
N
RN
.
— S
= 1077 " 3
= AN
O S
> ~
x AN
£ ~.
¢ 1074 [ ~~~ 1
RN
AN
RS
~~~
10°° ~\\ .
-,
RN R R ETT R R R R R Rt B SR AETT R R RRTI R,

107% 1072 107! 10° 10! 102 10° 10*
w
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Ausblick
3 absoluter Fehler
e
5 10 LN 1 1 1 ) B S 11 B B O B AR
V)
I
3 1000 :
=
Sg/ 10711 1 1 1 O A 1 O A WA
5 10* 10 10" 10° 100 10° 10° 10
o w
_ relativer Fehler
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Ausblick

Anstehende Aufgaben fiir die kommenden 6 Monate

e CADFEM Model Reduction Challenges
e Datentransfer FEM~» MATLAB via SDTools/FEMIlink

e evtl. dazu auch Kooperation Morembs
(Uni Stuttgart ITM (Prof. P. Eberhardt))

e parametrische Modellreduktion fiir den Stander
MOR fiir zeitdiskrete Ubertragungsfunktionen (B06)
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Ausblick

Anstehende Aufgaben fiir die kommenden 6 Monate

e CADFEM Model Reduction Challenges
e Datentransfer FEM~» MATLAB via SDTools/FEMIlink

e evtl. dazu auch Kooperation Morembs
(Uni Stuttgart ITM (Prof. P. Eberhardt))

e parametrische Modellreduktion fiir den Stander
o MOR fiir zeitdiskrete Ubertragungsfunktionen (B06)
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Kooperation
¢S

Anfo__rderu_ng_en fir Reduktion: Abstimmung Geometrien

- GroBqulml;s, Ordnung muss bilateral Innenr. -

- Genauigkeit erfolgen Defin.

- Zielsystem + FE-Modelle Anforderungen
- zu erh. Parameter | fur Reduktion

Matheématische Hasis

@ Reduktion

E Xt : )+ Eu(t) . E i« Ei(mﬂam @ o
y(t) = WOME x(t) Xt

@ Diffusive Interface, Parallelisierung, Adaptivitat,

I g

T T T T
] ]
Param-erh. Angebot: I - -
Red.- Param.-erh. Reduktion Innenraum- Angebot: Zus.-Arbeit
verfahren Red.-Verf. zeitdiskr. Modellierung
Reduz. Modelle Modelle
Red. filr Sensitivitats- Angebot: Anhebot:
Modelle Analysen Gymgebung = f(N, )| | | Sim-Unterstiitzung
¥

v
e ©

lV v
@0 @ O
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Kooperation\

GP ‘a:b ‘a;a BOG
Anfo__rderu_ng_en fir Reduktion: Ab¥immung Geometrien
- GroRenlimits, Ordnung p Innenr.
T bilateral N
- Genauigkeit erfdlgen Defin.
- Zielsystem + FE-Modelle Anforderungen
- zu erh. Parameter | fiir Reduktion

~ /Mat\thhe Hasis

@ Reduktion k« Docallolicl Ll 4t

oo ko ‘[I"“’ ol | | Modelle und Spe2|f|kat|onen
) - @) fur die weiteren Arbeiten
' . . dringend erforderlich.
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